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En el presente artículo estudiaremos el papel que juegan los sistemas
de representación y las actividades asociadas a los mismos en la com-
prensión de un concepto matemático y, en particular, en la compren-
sión del concepto de número real. Presentaremos una experiencia de
investigación-acción basada en este estudio que realizamos con un
grupo de estudiantes de 14-15 años, y analizaremos algunos de los
datos que se obtuvieron en la misma. Concluiremos con unas reflexio-
nes e interrogantes didácticos surgidos a partir de nuestro trabajo.
INTRODUCCIÓN
El objetivo de este artículo es reflexionar sobre el papel de los sistemas de
representación en la comprensión de un concepto matemático y analizar
dicho papel en el caso particular del número real. Con base en este análisis,
proporcionaremos información obtenida con un grupo de estudiantes espa-
ñoles de 14-15 años sobre la comprensión del concepto de los números rea-
les en la etapa de la enseñanza secundaria. El trabajo que presentaremos se
encuadra dentro de la línea de investigación en didáctica de la matemática
denominada Pensamiento Numérico. Esta línea de investigación se ocupa
de estudiar los fenómenos de enseñanza, aprendizaje y comunicación de los
conceptos numéricos en el medio educativo y en el medio social (Castro,
1994). Para ello utiliza una triple orientación: por un lado, se ocupa de las
estructuras numéricas específicas; en segundo término, estudia las funcio-
nes cognitivas que los seres humanos desarrollan mediante el uso de con-
ceptos y propiedades numéricas; en tercer lugar, tiene en cuenta los
problemas y situaciones que se abordan y se resuelven mediante la estruc-
tura numérica considerada (González Mari, 1995).
El contenido que presentaremos está centrado en la segunda dimensión
de las tres mencionadas; es decir, en el aspecto cognitivo. Para ello, comen-
zaremos analizando la noción de representación y de sistemas de represen-
tación y su relación con la cognición humana, según las ideas de varios
investigadores en educación matemática, y delimitando una terminología
que nos servirá de herramienta para describir y analizar parte de nuestra ex-
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periencia didáctica en torno al número real. Pasaremos luego a presentar el
contexto en el que tuvo lugar la obtención de datos sobre la comprensión de
los números reales por parte de alumnos de 14-15 años. Finalmente interpre-
taremos dichos datos a la luz del marco teórico expuesto y concluiremos con
algunas reflexiones didácticas sobre las implicaciones que podrían derivarse
de los mismos.
ASPECTOS COGNITIVOS  DEL NÚMERO REAL
Cognición y sistemas de representación
Desde la década de los 80, las ideas en torno a las representaciones y a los
sistemas de representación han ido ganando terreno a la hora de abordar el
estudio de la cognición en matemáticas, y se han ido consolidando como
una herramienta útil a tal efecto. Autores como Janvier (1987); Janvier,
Girardon y Morand (1993); Douady (1980, 1986); Hiebert y Carpenter
(1992); Kaput (1992); y Duval (1993, 1995) han realizado contribuciones
importantes dentro de este campo y, en lo que sigue, presentaremos algunos
constructos de estos investigadores que nos han servido para organizar nues-
tro marco teórico y organizar los resultados de nuestra experiencia. Debido a
que la terminología que utilizan no está unificada, realizaremos una síntesis
particular en la que intentaremos acotar los términos que usaremos a lo largo
de nuestro estudio y el significado que atribuimos a los mismos.
De acuerdo con Kaput (1992, p. 522), la efectividad de la mente humana
para manejar ideas y procesos extremadamente complicados, tanto concre-
tos como abstractos, parece basarse en la interacción entre dos fuentes de or-
ganización de experiencias: (1) las estructuras inherentes al conocimiento
de largo plazo de la persona, y (2) su habilidad para explotar medios físicos
con el objeto de organizar la experiencia —en el caso de la experiencia ma-
temática, utilizamos sistemas de notación, los cuales incluyen principalmen-
te formas heredadas para exteriorizar estructuras conceptuales, así como
signos personales e idiosincrásicos. Kaput postula dos “mundos”: (i) un
mundo de operaciones mentales, que siempre es hipotético, y (ii) un mundo
de operaciones físicas, que es frecuentemente observable. Estos dos mun-
dos interactúan en direcciones opuestas, tal como se ve en el diagrama de la
página siguiente.
La flecha que apunta hacia arriba en la figura corresponde a dos tipos de
procesos: por una parte, la interpretación activa (o “lectura”) y, por otra par-
te, los procesos menos activos, menos controlados conscientemente, menos
organizados linealmente, que comprenden la evocación de fenómenos men-
tales a través de los materiales físicos. La flecha que apunta hacia abajo en
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la figura corresponde también a dos tipos de procesos: por una parte, el acto
de proyectar estructuras mentales en el material existente y, por otra parte,
el acto de producir nuevas estructuras (“escritura”), lo cual incluye la elabo-
ración física de estructuras. Para resumir, en el caso de la orientación hacia
abajo, uno tiene contenidos cognitivos que busca exteriorizar para propósi-
tos de comunicación o de probar su validez; en el caso de la orientación ha-
cia arriba, los procesos se basan en un intento de usar algún material físico
existente para ayudar al propio pensamiento.
Kaput delimita el contenido de la parte inferior de la figura, es decir, el de
las estructuras físicas y sus operaciones, mediante los sistemas de notación.
Por sistema de notación entiende un sistema de reglas para i) identificar o
crear caracteres, ii) para operar sobre ellos, y iii) para determinar relaciones
entre ellos (especialmente relaciones de equivalencia). Los caracteres no tie-
nen por qué ser cadenas de letras o dígitos, sino que pueden incluir gráficos
y diagramas, o incluso objetos físicos como bloques, regletas, piezas de car-
tón de puzzles, etc. Además, los tipos de acción pueden variar según la na-
turaleza particular del sistema implicado. Por ejemplo, pueden implicar
transformaciones en la forma de una expresión algebraica o en combinacio-
nes de diferentes expresiones algebraicas, o de composición de un puzzle
agrupando sus piezas, o de manipulaciones con los bloques de Dienes. Más
adelante, el autor especifica que la expresión “sistema de representación”
puede usarse en lugar de “sistema de notación”. Tal uso enfatizaría el hecho
de que los sistemas de notación se usan típicamente de forma representacio-
nal; es decir, se usan para representar o hacer las veces de otra entidad, o de
aspectos de otra entidad.
En este sentido, Duval (1993) distingue entre lo que llama bjetos ate-
máticos y sus representaciones, y sostiene que estas últimas tienen un papel
indispensable en la aprehensión del objeto o concepto matemático. Mientras
que Kaput se centra en las operaciones mentales y las operaciones físicas, u
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existencia de objetos o conceptos matemáticos a los que se refieran nuestras
operaciones mentales y físicas, Duval siempre tiene presente que lo impor-
tante es la aprehensión del objeto matemático. En nuestro caso, sortearemos
el obstáculo que supone la discusión platónica de si existe o no un mundo
ideal de conceptos u objetos matemáticos aparte de la realidad física o men-
tal (esta última hipotetizada también, puesto que no es observable directa-
mente), y nos centraremos en exponer algunas consideraciones de Duval
sobre los sistemas de representación —a los que él llama sistemas semióti-
cos— que nos parecen particularmente interesantes. 
En primer lugar, este autor coincide con el anterior en postular la exis-
tencia de dos “mundos”: el de las representaciones mentales y el de las re-
presentaciones semióticas (correspondientes a los sistemas de notación en el
lenguaje de Kaput). Nótese que al no postular la existencia de objetos mate-
máticos que hayan de representarse mentalmente, Kaput sólo se refiere a un
tipo de representación, que en este caso coincide con la representación se-
miótica. En segundo lugar, Duval también coincide con que las representa-
ciones semióticas cumplen varias funciones: de expresión (de estructuras y
operaciones mentales, con vistas a la comunicación con otros), de objetiva-
ción (con vistas a probar la validez, para uno mismo) y de tratamiento (que
el autor define como una transformación de la representación). Si estas fun-
ciones correspondieran a la flecha que va hacia abajo en la figura, a la flecha
que va hacia arriba correspondería el papel que juega la aprehensión de las
representaciones semióticas en la aprehensión del objeto matemático en
cuestión.
Pero además, y nos parece importante destacarlo, Duval hace hincapié
en la existencia de diversos sistemas semióticos ligados a un mismo concep-
to matemático. Cada uno de estos sistemas tiene sus dificultades y limitacio-
nes propias en cuanto a significado y funcionamiento y es esencial en la
actividad matemática, según el autor, poder movilizar varios registros en el
curso de una misma acción, o bien poder elegir un registro en vez de otro.
También Hiebert y Carpenter (1992) parten del supuesto de que existen
dos tipos de representaciones en matemáticas: las representaciones internas
y las representaciones externas, que además tienen carácter sistémico y se
influyen mutuamente en la actividad de la cognición; si bien estos autores
son menos explícitos que los anteriores en cuanto a describir con detalle la
naturaleza de ambos tipos de representación y de las relaciones entre ellos.
Llegados a este punto, nos parece interesante tratar de unificar la termi-
nología, con objeto de lograr cierta claridad y coherencia en nuestro uso pos-
terior de estas aportaciones teóricas. En lo sucesivo, nos referiremos a las re-
presentaciones como sistemas de representación para aludir a su carácter
sistémico (tal como se pone de manifiesto en la definición de Kaput) y a su
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carácter de representaciones de conceptos matemáticos —dejando de lado
la discusión de si dichos conceptos existen en un mundo aparte de la activi-
dad cognitiva de los sujetos o si únicamente podemos referirnos a las con-
ceptualizaciones tomadas-como-compartidas por miembros de la comuni-
dad de matemáticos y educadores matemáticos.
Dentro de los sistemas de representación consideraremos los de repre-
sentación interna y los de representación externa. En los primeros engloba-
mos el mundo de las estructuras mentales y las conceptualizaciones de los
objetos matemáticos a las que se refiere Duval. En los segundos englobare-
mos el mundo de las estructuras físicas y los sistemas de notación o sistemas
semióticos. Sin embargo, dada la frecuencia con que nos referiremos a los
sistemas de representación externa (puesto que éstos son los observables y
los que nos permitirían en todo caso inferir acerca de los sistemas de repre-
sentación interna) los denominaremos habitualmente sistemas de represen-
tación y cuando queramos aludir a los de representación interna lo
indicaremos explícitamente.
Hechas las aclaraciones anteriores y con base en las ideas de ambos au-
tores describimos a continuación las actividades cognitivas (en términos de
Duval) o actividades matemáticas (en términos de Kaput) asociadas a los
sistemas de representación.
1) La formación de representaciones identificables como representación en
un sistema dado. Implica una selección de rasgos y datos en el conte-
nido que se quiere representar. Debe respetar unas reglas cuya función
es asegurar las condiciones de identificación y reconocimiento; se trata
de reglas de conformidad y no de reglas de producción efectiva de un
sujeto. La enunciación de una frase, la elaboración de un texto, el diseño
de una figura geométrica, la escritura de una fórmula son ejemplos de
acciones cognitivas o actividades matemáticas asociadas con sistemas
dados de representación.
2) La transformación dentro de un sistema de representación. Debe respetar
unas determinadas reglas sintácticas, con o sin referencia a significados
exteriores.
3) La traducción entre sistemas de representación. Bajo esta acción, es
posible conservar la totalidad o sólo parte del contenido, o ampliar el
contenido de la representación inicial. De cualquier forma, la traducción
supone la coordinación entre distintos sistemas de representación.
4) La cristalización o consolidación de relaciones y/o procesos en objetos
conceptuales o “entidades cognitivas”. Los cuales pueden ser utilizados
en relaciones o procesos en un nivel de organización más elevado.
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5) La modelización. Este tipo de actividad incluye la construcción y prueba
de modelos matemáticos. Supone una traducción entre aspectos de
situaciones y sistemas de representación.
Así pues, nuestra noción de comprensión del concepto de número real estará
caracterizada por el dominio de sus sistemas de representación y de los dis-
tintos tipos de actividades asociadas a los mismos, las cuales hemos especi-
ficado anteriormente. Al referirnos a sistemas de representación, queremos
abarcar tanto los internos como los externos, aunque sólo podemos observar
las manifestaciones en el nivel de los sistemas externos y, en todo caso, in-
ferir acerca de los internos.
Duval, entre otros autores cuya opinión suscribimos, denuncia que en la
enseñanza, con respecto a los sistemas de representación, sólo se suelen te-
ner en cuenta las dos primeras actividades cognitivas mencionadas anterior-
mente. Por lo general, una vez que se dominan las actividades de formación
y transformación de representaciones en diferentes sistemas, se considera
que la traducción entre ellos es evidente. Veremos que esto no es así y que,
además, algunos bloqueos y obstáculos para la comprensión surgen de la
imposibilidad de representar mediante un cierto sistema aspectos de un con-
cepto que sólo pueden ser expresados mediante otro; esto es, de la irreduc-
tibilidad entre sistemas de representación. De hecho, para este autor, la
comprensión de un concepto matemático está íntimamente relacionada con
el dominio de la coordinación entre sus sistemas de representación. ¿Por qué
es interesante para el pensamiento humano el dominio y la coordinación en-
tre varios sistemas de representación? Duval propone tres razones:
Economía de tratamiento. Hay facetas de un concepto que un determinado
sistema de representación puede poner de manifiesto con más claridad que
otros. También hay acciones ligadas a un concepto en cuestión que pueden
llevarse a cabo con más facilidad utilizando uno de sus sistemas de repre-
sentación en detrimento de los otros. Así, la existencia de varios sistemas de
representación permite cambiar de registro y, de este modo, trabajar de la
manera más económica y potente en cada caso.
Complementariedad de los sistemas. Una vez elegido un sistema de repre-
sentación para un contenido, se impone una selección de algunos elementos
significativos o de información del contenido que se representa; esta selec-
ción se hace en función de las posibilidades y limitaciones del sistema ele-
gido. Esto quiere decir que toda representación es cognitivamente parcial en
referencia a lo que ella representa y, que de un sistema a otro no son los mis-
mos aspectos de un contenido los que se representan. 
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Necesidad de coordinación de registros de representación para la concep-
tualización. Como continuación de la idea anterior, si cada sistema de repre-
sentación ofrece una consideración parcial para un concepto, el cruce de re-
presentaciones relativas a ese concepto mejora la información sobre el
mismo; pero esto plantea mayores dificultades para el sujeto que está apren-
diendo tales conceptos. La comprensión reposa sobre la coordinación de, al
menos, dos sistemas de representación; esta coordinación se manifiesta por
la rapidez y la naturalidad de la actividad cognitiva de traducción. 
Además, al referirnos a la comprensión de un concepto tampoco debemos
olvidar las actividades de cristalización de operaciones en estructuras con-
ceptuales cada vez más sofisticadas y de modelización.
En nuestro estudio, los aspectos de economía de tratamiento y comple-
mentariedad de los distintos sistemas de representación de los números rea-
les salen a la luz cuando se analizan dichos sistemas —tal como ocurre en
las subsecciones tituladas “Sistemas de representación simbólica” y “Siste-
mas de representación gráfica”. El tercer aspecto que Duval considera para
justificar el interés de varios sistemas de representación para un mismo con-
cepto matemático —esto es, la necesidad de coordinar los diferentes siste-
mas de representación para lograr la comprensión— ha constituido una de
las claves en el diseño y la implementación de nuestra experiencia didáctica.
Tal como anotamos antes en el caso general, las actividades de traducción
entre diferentes sistemas de representación y las de cristalización o solidifi-
cación son prácticamente inexistentes en el tratamiento curricular estándar
de los números reales. En nuestra experiencia de investigación-acción con
un curso de alumnos de secundaria hemos intentado atender no sólo a este
tipo de actividades sino también a las de formación y transformación de re-
presentaciones. Creemos que este trabajo ha dado lugar a fenómenos de
comprensión relevantes sobre el número real, así como a la detección de di-
ficultades que surgen en el proceso de enseñanza-aprendizaje. En las seccio-
nes tituladas “Hipótesis de trabajo y diseño de la experiencia de
investigación” y “Datos sobre la comprensión de los alumnos en torno al
concepto de número real” daremos cuenta detallada de todo ello.
Sistemas de representación y comprensión del número real
Dentro de las representaciones externas se suelen distinguir dos grandes
familias: las representaciones digitales, discretas, de carácter alfanumérico,
que se pueden simular mediante programas informáticos y cuya sintaxis
viene descrita mediante una serie de reglas de procedimiento, y las repre-
sentaciones continuas, analógicas, de tipo gráfico o figurativo, cuya sintaxis
viene dada principalmente por reglas de composición y convenios de inter-
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pretación. En matemáticas, estas dos familias se denominan comúnmente
sistemas de representación simbólica y sistemas de representación gráfica,
respectivamente (Rico, 1997, pp. 101-102).
En el caso del concepto de número real, los sistemas de representación
simbólica y los sistemas de representación gráfica juegan un papel clave
puesto que permiten expresar las ideas y las relaciones constitutivas de di-
cho concepto y tienen un uso aceptado y establecido. Tanto en el ámbito de
las representaciones simbólicas como en el de las gráficas poseemos un ins-
trumento integrador fundamental para el número real: el sistema de notación
decimal y el modelo de la recta, respectivamente. El sistema de notación de-
cimal es un sistema integrador en el dominio de las representaciones simbó-
licas, puesto que toda notación decimal (finita, periódica o no periódica)
representa un número real y, recíprocamente, cada número real puede ser ex-
presado mediante una notación decimal. De ahí la potencia del sistema de
notación decimal para los números reales. Además, en el dominio de los sis-
temas de representación simbólica, contamos también con las notaciones
operatorias habituales (fracciones, raíces cuadradas, etc.), que constituyen
un complemento y un apoyo importante para el sistema de notación decimal
dentro de este ámbito, tal como se pondrá de manifiesto más adelante.
Por otra parte, el modelo de la recta es un sistema integrador en el domi-
nio de los sistemas de representación gráfica puesto que la correspondencia
entre los puntos de la recta y los números reales, realizada a través de la me-
dida de longitudes, se conceptualiza como una biyección. De aquí la poten-
cia de las representaciones gráficas para los números reales. Además, ambos
sistemas de representación tienen un carácter complementario ya que, mien-
tras que las representaciones simbólicas destacan aspectos operacionales y
discretos de los reales, las representaciones gráficas ayudan a intuir propie-
dades de continuidad y medida.
Como indicamos al comienzo del artículo, uno de los objetivos del mis-
mo es presentar algunos aspectos de la comprensión de un grupo de alumnos
de 14-15 años sobre el concepto de número real. Nuestra intención es poner
de manifiesto algunos avances que lograron estos estudiantes, tal como se
refleja en el tipo de actividades que realizaron sobre sus sistemas de repre-
sentación y también algunas dificultades que tuvieron en esta labor. Pero an-
tes de comentar el objetivo expuesto, describiremos con más detalle los
sistemas de representación del número real, teniendo en cuenta que cada sis-
tema se caracteriza mediante las correspondientes condiciones y rasgos sin-
tácticos y semánticos propios.
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Sistemas de representación simbólica
Sistema de notación decimal
En el sistema de numeración decimal posicional, los números enteros se
expresan en términos de potencias de 10, de forma análoga a los polino-
mios en x, mientras que las fracciones decimales se expresan en términos
de potencias de 1/10, de forma análoga a los polinomios en .
Es usual en el trabajo escolar hacer el paso de la notación fraccionaria a
la decimal. Mediante el algoritmo de la división las fracciones pueden escri-
birse de forma justificada en notación decimal. En algunos casos obtenemos
en un número finito de pasos su expresión decimal, que es igualmente finita.
Sin embargo, en otros casos el algoritmo de la división no da lugar a una ex-
presión decimal finita, sino que el cociente obtenido tiene infinitas cifras de-
cimales. En este caso, la equivalencia de ese cociente con la fracción inicial
supone una extensión del convenio previo que se estableció para los deci-
males exactos. La justificación formal de la equivalencia entre una fracción
y una expresión decimal ilimitada viene dada por la interpretación de un de-
cimal infinito como una serie de potencias de 1/10:  (Gardi-
ner, 1982, p. 75). Esta cuestión, desconocida por los alumnos, constituye el
ejemplo más sencillo de extensión mediante la cual trascendemos los proce-
sos finitos para tomar contacto con los procesos infinitos, que están en la raíz
de las matemáticas de las magnitudes continuas.
Sin tener que descender a las profundidades de la justificación formal,
los alumnos de este nivel (enseñanza secundaria) pueden establecer razona-
damente que todo número racional tiene una expresión decimal finita o infi-
nita periódica y viceversa o, al menos, eso es lo que da por supuesto la
organización curricular para el nivel correspondiente (Rico, Coriat, Marín y
Palomino, 1994). En efecto, al realizar la división indicada por la expresión
fraccionaria, observamos que el número de restos distintos posibles es limi-
tado ya que el resto ha de ser menor que el dividendo, de modo que si la di-
visión no es exacta, llegará un momento en que un resto se repita y, una vez
que esto suceda, las cifras del divisor y los restos siguientes se repetirán in-
definidamente en el mismo orden. Recíprocamente, los alumnos de este ni-
vel pueden razonar las reglas que permiten la conversión de un decimal
finito o periódico en una fracción, aunque estas últimas hacen uso implícito
de ciertas propiedades de series numéricas al efectuar operaciones aritméti-
cas con números de infinitas cifras.
Una vez claro que a todo número racional corresponde un decimal recu-
rrente y viceversa, cabe preguntar qué ocurre con los decimales infinitos no
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Si consideramos la interpretación de los decimales infinitos recurrentes
como series de potencias e interpretamos el caso de los decimales infinitos
no recurrentes de la misma forma, en este segundo caso no disponemos de
la recurrencia para sumar la serie. No obstante, aplicando a la sucesión de
sumas finitas de la serie de potencias de 1/10 la propiedad fundamental de
los números reales: toda sucesión infinita de números reales, creciente y
acotada superiormente por cierto número k, tiene como límite un número
real ), entonces a cada decimal infinito le corresponde un número real.
Recíprocamente, cada número real viene dado mediante un decimal infinito
(Ilín y Pozniak, 1991).
Este resultado muestra la potencia y economía del simbolismo de la no-
tación decimal para el número real, debido a su carácter integrador, pero al
mismo tiempo pone de manifiesto la complejidad y la sofisticación de algu-
nos resultados que subyacen en la aparentemente sencilla notación decimal
para representar los números reales. 
Notación operatoria habitual 
Aunque los alumnos del nivel en el que se desarrolla el trabajo de investi-
gación se enfrentan por primera vez a los decimales infinitos no periódicos,
sin tener la posibilidad de comprender aún las justificaciones formales en
las que se fundamentan, la simultaneidad de la notación decimal con la
notación habitual constituye un apoyo para el trabajo con este tipo de
expresiones decimales y su aceptación por parte de los alumnos. Denomi-
namos operatoria1 a la notación habitual en el sentido de que destaca el
carácter operatorio de los números reales, al indicar una operación
mediante cuya aplicación algorítmica obtenemos la representación deci-
mal; este es el caso de:
• la notación de fracción, que expresa una división indicada; 
• la notación habitual de los irracionales algebraicos, que viene
dada a partir del proceso de resolución de una ecuación, de la
que son ejemplos sencillos los irracionales cuadráticos;
• la notación habitual de irracionales trascendentes conocidos (p ,
e, f ), en los que a partir del “nombre” tenemos acceso a méto-
dos para su aproximación decimal.
1. La tipología establecida en este estudio para la notación operatoria, en el caso de los núme-
ros irracionales, es una tipología didáctica. Hemos optado por ella, en lugar de la tipología
que dividiría a los irracionales en algebraicos y trascendentes (conocidos) por lo que res-
pecta a su notación habitual operatoria, debido a que esta última queda fuera por completo
del ámbito didáctico en el nivel en que nos movemos.
a k<
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Sistemas de representación gráfica
Modelo de la recta real
Por recta real se entiende un sistema de imágenes, signos, reglas y conve-
nios mediante los que se realiza una representación gráfica de los números
reales y se interpretan sus operaciones sobre una línea recta. Constituye el
segundo instrumento integrador fundamental para el estudio de los núme-
ros reales, que tomamos como referencia para centrar nuestra investiga-
ción.
El análisis de la recta real incluye dos niveles. En un primer nivel encon-
tramos:
1) Imágenes específicas:
2) Convenios de carácter general:
a. Una marca en la recta (punto) representa un número, y recíproca-
mente.
b.  Los números 0 y 1 pueden elegirse arbitrariamente entre los puntos
de la recta; para establecer la aplicación de  e  la recta hay que
fijar esos puntos.
c.  El orden izquierda-derecha entre los puntos de la recta corresponde
al orden usual entre los números; esto lleva a que los puntos a la
izquierda de 0 correspondan a los números negativos y que los pun-
tos a la derecha de 0 correspondan a los números positivos.
3) Reglas para representar los números:
a. Ley de la aplicación de  n la recta: la medida de longitudes.
b.  Criterio para representar el punto que corresponde a la suma de dos
números.
c.  Criterio para representar el punto que corresponde a un producto.
En un segundo nivel de análisis entra la consideración del continuo lineal,
que sustenta la interpretación geométrica del conjunto de los números rea-
les. El sistema axiomático sobre el que se fundamenta dicho continuo lineal
impone una lógica y unas propiedades al conjunto numérico, difíciles de ex-
presar y argumentar en términos de simples notaciones numéricas; esta es
precisamente una de las claves por las que la recta numérica se convierte en
un sistema de representación ineludible para la comprensión del concepto de
número real. 
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Los alumnos han tenido contacto con el modelo de la recta desde la etapa
de educación primaria; han estudiado la representación en la misma de los
números naturales, enteros y racionales. El criterio mediante el cual un nú-
mero, racional o irracional, es asignado a un punto de la recta es el de la me-
dida de longitudes; a un número determinado le corresponde el punto
extremo del segmento con origen en 0, tal que la medida de dicho segmento
con respecto al segmento unidad (origen 0 y extremo 1) viene dada por el
número en cuestión. Este criterio se maneja de forma implícita. Sin embar-
go, hemos señalado que la clave para considerar a la recta como modelo de
los números reales es la consideración de la biyectividad de la correspon-
dencia números-puntos de la recta. Si se quiere empezar a trabajar de modo
consistente con el modelo de la recta, consideramos que es necesario pro-
fundizar en esta cuestión, es decir, en el estudio de la correspondencia nú-
meros-puntos de la recta y en su carácter biyectivo. 
Además, hemos de tener presente que el modelo de la recta, en su apa-
rente simplicidad y economía, encierra una complejidad considerable, y es
importante tener en cuenta que  no s el único conjunto numérico que se
representa isomorfamente mediante dicho modelo, sino que también el con-
junto de los hiperreales hace uso de gran parte de los signos y convenios
considerados (Tall, 1980).
Relaciones en los sistemas de representación 
Hemos descrito ya los sistemas de representación de los números reales.
Ahora retomamos la idea de la importancia de dominar las relaciones entre
los sistemas de representación de un concepto matemático para compren-
derlo. Estas relaciones pueden considerarse tanto en su aspecto estático —
las relaciones estructurales que reflejan sus sistemas de representación—,
como en su aspecto dinámico —las actividades de transformación y traduc-
ción. Si nuestro objetivo es favorecer la comprensión en los alumnos,
parece claro, a la vista de los presupuestos anteriores, que hemos de prestar
atención al establecimiento de conexiones, relaciones y correspondencias
entre los elementos de los sistemas de representación del concepto que nos
ocupa. En la página siguiente presentamos un mapa que indica algunas de
estas relaciones2. Este mapa puede servir de apoyo para ubicar los puntos
de la comprensión de los escolares que analizaremos en la sección titulada
“Datos sobre la comprensión de los alumnos en torno al concepto de
número real”. 
2. La descripción exhaustiva de estas relaciones y correspondencias se encuentra en Romero
(1997, cap. III).
R
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HIPÓTESIS DE TRABAJO  Y DISEÑO
DE LA  EXPERIENCIA  DE INVESTIGACIÓN
Acabamos de referirnos en la sección anterior a la importancia que tiene
para la comprensión del número real el dominio de las relaciones entre sus
sistemas de representación. Partimos de la hipótesis de que el estableci-
miento de conexiones en los sistemas de representación interna está estre-
chamente ligado con el establecimiento de conexiones en los sistemas de
representación.
Pero además, partimos de otra hipótesis que queremos subrayar. En
nuestra opinión, el establecimiento de relaciones en los sistemas de repre-
sentación interna no se establece por la mera exposición de las conexiones
en el nivel de los sistemas de representación externa; es más, esta explicita-
ción por parte del profesor supondría el riesgo de que la información sumi-
nistrada fuera internalizada en forma de piezas aisladas en lugar de
favorecer la construcción de las conexiones pretendidas. Creemos que el es-
tablecimiento y enriquecimiento de las conexiones se produce a través del
esfuerzo realizado por los alumnos para resolver situaciones problemáticas;
de ahí la tercera orientación en nuestra línea de investigación en Pensamien-
to Numérico, que mencionábamos al comienzo de este artículo. En palabras
de Vergnaud (1990, p. 135):
Es a través de la resolución de problemas como un concepto cual-
quiera adquiere sentido para un alumno. Este proceso de elaboración
pragmática es esencial para la psicología y la didáctica, como es
esencial para la historia de las ciencias.
Estas situaciones problemáticas deben estar dotadas de sentido para los
alumnos, pero ser a la vez generadoras de conflictos que favorezcan la apa-
rición, puesta en práctica y discusión de conexiones, tanto de carácter ope-
ratorio como de carácter estructural, que constituirán su concepción de
número real. Este tipo de situaciones, son consideradas por Laborde (1994,
p. 147) como
(...) un problema que los alumnos no pueden resolver con el conoci-
miento disponible pero para las que pueden desarrollar nuevos ins-
trumentos de resolución. Estos instrumentos son el punto de partida
para nuevo conocimiento. 
Es a través de interacciones dialécticas a partir de las situaciones menciona-
das, y de la vuelta sobre las mismas, en sucesivas ocasiones, como los alum-
nos irán incrementando y consolidando su conocimiento matemático.
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A partir de los supuestos que se han explicitado, en el curso 1993-1994
llevamos a cabo una experiencia de investigación con una clase de treinta y
dos estudiantes de 14-15 años (correspondiente al nivel de 1o  de bachillera-
to) en un instituto de enseñanza media de la ciudad de Granada (España). El
objetivo de esta experiencia fue explorar la comprensión de alumnos de di-
cha edad sobre el concepto de número real cuando éste se introduce a través
de una propuesta didáctica caracterizada por: 
•tener en cuenta la complejidad del concepto de número real y
abrir vías para la presentación, comprensión y solución de pro-
blemas fundamentales en la construcción del mismo;
•estar basada, de forma simultánea y complementaria, en los sis-
temas de representación simbólica y gráfica de los números rea-
les;
• insertarse en el terreno curricular y considerar las limitaciones
así como las ventajas que proporciona el aula como escenario
natural complejo.
Esta propuesta didáctica fue diseñada por los autores de este trabajo e im-
plementada por la primera firmante, en su calidad de profesora de matemá-
ticas de la clase de alumnos mencionada. La metodología estuvo basada en
el trabajo de los alumnos en pequeños grupos sobre situaciones previamente
diseñadas por el equipo de investigación, seguidas de una puesta en común
en gran grupo3. A lo largo del proceso didáctico, se trataron varios aspectos
fundamentales para el desarrollo de la comprensión sobre el concepto de nú-
mero real. Algunos de ellos reflejan conflictos epistemológicos que hubieron
de ser superados en el desarrollo histórico del concepto (por ejemplo, las du-
das sobre el status de número de las expresiones decimales infinitas no pe-
riódicas), y otros responden a necesidades de tipo didáctico y curricular (por
ejemplo, la discriminación entre racionales e irracionales). Todos estos as-
pectos forman parte de un desarrollo sistemático y organizado, aunque no
lineal, que se apoya en la red de conexiones entre los sistemas de represen-
tación de los números reales. En la sección siguiente analizaremos los pro-
cesos de comprensión que los alumnos pusieron de manifiesto sobre algunos
de estos aspectos fundamentales, así como las dificultades que surgieron al
respecto y se destaca el papel que jugaron para ello los sistemas de represen-
tación del número real.
3. La descripción completa del diseño del estudio, el material suministrado a los alumnos, la
metodología, el proceso didáctico y la discusión de los resultados puede encontrase en
Romero (1997).
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DATOS SOBRE LA  COMPRENSIÓN DE LOS ALUMNOS
EN TORNO AL  CONCEPTO DE NÚMERO REAL
Para analizar la comprensión de los estudiantes acerca del concepto de
número real, es necesario dejar claro que nuestros alumnos parten de un
determinado estado de conocimientos sobre dicho concepto y que éste evo-
luciona a lo largo de los procesos didácticos relacionados con el mismo.
Dichos estados de conocimiento vendrían definidos, en nuestro esquema,
por el grado de dominio de los sistemas de representación y de las activida-
des cognitivas asociadas a ellos. Denominaremos concepciones a estos
estados de conocimiento, los cuales pueden adecuarse en diferentes grados,
al menos en aspectos parciales, al concepto matemático en cuestión. (O
bien —y seguimos obviando la discusión en torno al tipo de existencia de
los conceptos matemáticos— a las concepciones del profesor que, en este
caso, actúa como puente con las concepciones tomadas-como-compartidas
en la comunidad de matemáticos y de educadores matemáticos sobre los
números reales.)
Además de evoluciones en positivo o directas de las concepciones en el
proceso de aprender un concepto matemático, aparecen, de modo inevitable,
dificultades. Entenderemos dificultad en su significado amplio, como “algo
que impide ejecutar bien o entender pronto una cosa” (Centeno, 1988); estas
dificultades pueden aparecer por diversas causas. Tanto evoluciones positi-
vas de la comprensión de los estudiantes como dificultades salieron a la luz
en nuestro proceso didáctico sobre los números reales. En lo que sigue, que-
remos compartir con el lector algunas de ellas.
Formación de representaciones en el sistema de la recta. 
Coordinación entre sistemas de representación
A la hora de trabajar en el terreno gráfico, podría parecer que algunos con-
ceptos —como los de punto y segmento de la recta— son elementales y
que, de alguna forma, su significado es tan básico que es unívocamente
compartido por los miembros de la comunidad de la clase. Sin embargo,
cuando se explicitan significados o interpretaciones particulares, podemos
encontrarnos con sorpresas en las concepciones de los estudiantes. En el
siguiente episodio se pone de manifiesto la confusión entre los aspectos
empíricos y teóricos de estos conceptos:
P: ¿Cómo son los puntos de una recta? ¿Tienen anchura o no tienen
anchura?
A: No.
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A: Sí.
A: Tú puedes hacer un punto más grande que otro.
P: ¿Tú puedes hacer un punto más grande que otro?
A: Sí, aunque sean décimas de milímetro te puede salir un punto más
grande que otro.
P: ¿Qué?
A: Que no, porque si tienen anchura cogería más de un número.
A: ¿Cómo?
A: Pero es que aquí, a lo mejor, hay puntos tan pequeños que a lo mejor sí
podrían...
P: Si hablamos de una recta ideal, con puntos ideales, los que nos imagi-
namos. [Pausa] Los puntos ideales, ¿tienen dimensiones?
A: No, no.
A: No, pero pueden tener distinta anchura.
P: Distinta anchura, ¿podrían tener distinta anchura?
A: No, no.
A: No.
A: Si son ideales.
A: Que pueden tener distinta anchura... [Pausa] Puede ocurrir que un
punto ocupe toda la pizarra [ruido]
P: ¿Sí?
A: Si el punto ocupa toda la pizarra sería un conjunto de puntos, o sea que
no sería uno.
A: Es que mira, del 0 al 1, ¿por qué no puede ser otro más pequeño?
P: Esto es un segmento; del 0 al 1 es un segmento; y éste, otro segmento.
[Pausa] Los puntos, si yo los pinto físicamente tienen un segmentillo,
pero si me lo imagino...
A: ¡Ah!
P: ¿Entendéis esa diferencia?
A: ¿Cómo?
A: No.
P: Yo pinto un punto, pues depende de lo que sea de gruesa la punta de mi
lápiz, tendrá un segmentillo.
A: Claro.
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En este caso particular, la negociación de significados en el terreno de las
representaciones gráficas pudo ayudar a los alumnos a avanzar en la com-
prensión de éstas como algo separado de la realidad física. Este paso adelan-
te, mediante el cual los puntos, líneas y superficies dejan de ser considerados
como objetos físicos, es esencial para la comprensión de la inconmensura-
bilidad, ya que es imposible constatarla en una figura; todo lo contrario, a
partir de la experiencia práctica sólo podemos obtener longitudes conmen-
surables puesto que nuestra percepción y nuestras necesidades prácticas se
satisfacen en un número finito de pasos. De hecho, en el trabajo con nuestros
alumnos salió a la luz explícitamente que la gran mayoría de ellos admitía
la existencia de una parte alícuota para dos longitudes cualesquiera, es decir,
admitía que dos longitudes cualesquiera son siempre conmensurables (Ro-
mero, 1997), resultado que también había sido obtenido en investigaciones
anteriores (Arsac, 1987).
Más adelante ilustraremos cómo la traducción entre distintos sistemas de
representación de los números reales y el establecimiento de relaciones en-
tre dichos sistemas puede resultar fructífera para que los estudiantes avan-
cen en su comprensión del modelo de la recta real. En particular, algunos
alumnos llegaron a plantear cuestiones realmente sutiles en relación con los
aspectos empírico y teórico de la medida, que están íntimamente relaciona-
dos con la correspondencia entre los números reales (no los racionales o los
irracionales) y la recta:
P: Pero si me lo imagino con la cabeza, ¿pueden ser más gruesos o menos
gruesos?
A: No. 
P: ¿Tienen anchura los puntos? ¿Pueden ser más gruesos o menos grue-
sos?
A: No.
P: Así que los enteros son útiles para contar, los racionales son útiles para
medir..., y ¿éstos [los irracionales] son útiles para algo? [Pausa] Para
medir todas las longitudes posibles, ¿son suficientes los racionales?
A: No, no.
P: Porque hay longitudes, como éstas [lados de cuadrados de áreas 2, 3,
...], que no pueden medirse con números racionales...
A: Pero si no lo sabemos... si no sabemos que vienen de un cuadrado,
entonces siempre las medimos con racionales.
P: Pero, ¿si sabemos que vienen de un cuadrado?
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Formación y transformación de representaciones en los 
sistemas de representación simbólica
Nuestros estudiantes habían llegado al punto en donde tenían que tratar con
la notación decimal infinita sin haber tenido ocasión de especificar y, de
este modo, clarificar el significado que atribuían a los dígitos en el sistema
de notación decimal. La actividad de ordenar distintas expresiones decima-
les les estimuló a idear sus propios criterios para compararlas; al tratar de
explicárselos unos a otros, llegaron a hacer explícito el significado de los
dígitos a la derecha del punto decimal atendiendo a su posición. Por ejem-
plo, uno de los criterios que idearon fue el de prolongar con ceros, cuando
era necesario, todas las expresiones decimales de la serie que habían de
ordenar hasta que tuvieran el mismo número de dígitos (excepto el caso de
los periódicos), y “decir” cuántas décimas, centésimas, milésimas, etc.
tenía cada uno. Así, al ordenar la serie “0.1; 0.20; 0.034 (período en el 34);
0.04; 0.008”, los números tenían 100, 200, 34, 40 y 8 milésimas respectiva-
mente. De este modo, la transformación de las representaciones en el sis-
tema de notación decimal aclaró el significado de las mismas y solucionó
problemas como la duda acerca de si 1.20 era mayor que 1.2 o el error de
pensar que sí lo era, atribuyendo a las cifras decimales a la derecha del
punto un significado análogo al de las cifras a la derecha del punto (es
decir, 20 es mayor que 2, por tanto 1.20 es mayor que 1.2).
En otras ocasiones, sin embargo, los alumnos llegaron a plantear dilemas
dentro del sistema de notación decimal cuyo esclarecimiento quedaba fuera
del alcance del trabajo dentro de este sistema, e incluso fuera del alcance de
A: Entonces, sí.
A: Pero, entonces todas las longitudes pueden venir de cuadrados. Y
entonces todas las longitudes pueden medirse con... [irracionales]
P: Pero si el cuadrado tiene área 4, entonces el lado mide 2.
A: Sí, eso es verdad.
P: Y, si el cuadrado tiene área 4/9, ¿qué mide el lado?
A: Mide 2/3.
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los alumnos de este nivel. Así se puso de manifiesto en la siguiente discusión
en clase, relativa a la notación decimal del número p : 
Queremos hacer notar aquí la importancia que tiene para la evolución de la
comprensión de los alumnos el interés suscitado por cómo pueden hacerse
cierto tipo de demostraciones sobre expresiones infinitas que no pueden co-
A: Pero en la enciclopedia dice que no estaba seguro de que fuera irracio-
nal, sino que se seguían sacando muchos decimales y no estaban segu-
ros [Referencia al número p ].
P: En la enciclopedia, dice E [inicial del nombre del alumno] que se
habían sacado muchos decimales, pero no se estaba seguro, se seguían
sacando decimales pero no se estaba seguro de que alguna vez fuera a
acabar.
A: Eso, eso es lo que yo vi, eso es lo que yo vi, seño.
P: ¿Qué?
A: Que no se sabía si se podía acabar o no.
A: No, aquí dice que sí era un número que nunca acaba. Eso venía, espera.
P: Una cosa es que no se sepa si puede acabar y otra cosa es que se sepa
que no acabe.
A: Mira... 
A: En el siglo XVII...
A: Y, ¿cómo se sabe, si acaba o no acaba?
A: (...)
A: Dice que nadie sabe su valor exacto, ni lo sabrá nunca.
A: ¿Por qué?
A: Y, sin embargo lo usamos...
A: Pero, ¿cómo se sabe que no va a acabar nunca?
A: Pero, J [inicial del nombre del alumno], ¿cómo sabes que no se va a
acabar nunca?
(...)
A: Y, ¿cómo demostraron que no puede salirle un período y no va a acabar
nunca?
A: Eso no se puede.
P: ¿Qué cómo lo demostraron? Es muy difícil, se tiraron más de veinte
siglos para demostrarlo.
A: Y, ¿no nos lo puede contar, aunque sea más sencillo?
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nocerse en su totalidad. Por ejemplo, cómo puede saberse a ciencia cierta
que algo infinito va a ser, efectivamente, infinito; y cómo sabemos que, aun-
que no podamos controlar sus cifras hasta el final (puesto que no acaban),
nunca tendrán una estructura periódica. La curiosidad mostrada por los es-
tudiantes en torno a este tema se ha manifestado más de una vez en esta ex-
periencia y en otras realizadas por nosotros. Creemos que este es un primer
paso muy importante para llegar a comprender las demostraciones por re-
ducción al absurdo: la comprensión, en primera instancia, del tipo de pro-
blemas que resuelven. En muchas ocasiones, al abordar el tema del número
real, los alumnos son enfrentados a la demostración de que  no pued es-
cribirse como una fracción, presentando la “solución de un problema” que
para los alumnos no es tal, cuyo interés no llegan a captar (sin duda porque
se trata de una problemática sutil y compleja de presentar). De este modo, a
la dificultad de una demostración por reducción al absurdo se añade la falta
de significatividad de la misma.
Otros interrogantes planteados dentro del sistema de notación decimal sí
que fueron susceptibles de ser abordados con estudiantes de este nivel, si
bien fue preciso hacer uso de traducciones entre los distintos sistemas de re-
presentación de los números reales para ello. Quizás uno de los más intere-
santes en este sentido fue el de la tipología de expresiones decimales
infinitas que los alumnos eran capaces de imaginar y cuáles de estas expre-
siones tenían, según ellos, status de número. En el siguiente apartado, ilus-
traremos el tipo de evolución que se produjo en torno a éste y otros temas.
Las traducciones entre los sistemas de representación del 
número real
El dilema acerca del status de número de los decimales infinitos no
periódicos
En primer lugar, plantearemos el dilema que se suscitó en torno al status de
número de los decimales infinitos no periódicos en una discusión en clase.
En principio, los alumnos habían venido trabajando con números y mane-
jándolos en diversos contextos y situaciones, sin tener necesidad de cues-
tionarse acerca de la naturaleza del concepto de número o de sus
características y atributos. Esto es, por otra parte, muy natural, si tenemos
en cuenta que para establecer una discusión significativa acerca de concep-
tos matemáticos hace falta una considerable cantidad de experiencia en el
uso de los mismos y, además, el encuentro de problemas o situaciones que
motiven este tipo de discusiones. El caso de los decimales infinitos no
periódicos puede resultar interesante para que los alumnos saquen a la luz
concepciones acerca de lo que es un número y sobre las diferencias entre
2
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un número “propiamente dicho” y el resultado de una operación aritmética
o una secuencia arbitraria de dígitos, por ejemplo:
P: ¿Esto es un número [la expresión decimal de ]?
A: Sí.
P: ¿Quién dice que sí?
A: Yo.
P: Que esto, el 1.4142... infinitas cifras...
A: Es una operación.
P: Y, ¿quién dice que no es un número?
A: ¿Por qué es un número?
P: Bueno... los que dicen que sí, ¿por qué eso es un número?
A: Yo. Porque está formado por cifras.
A: ¿¡Un módulo!? [No se sabe qué significado atribuye el alumno a esta
palabra].
A: No sé, no se puede contar exactamente porque es infinito... pero es un
número.
(...)
A: ¡Pero es que es la respuesta de una raíz cuadrada!
(...)
P: Más razones... ¿Hay más razones?
A: Sí.
A: Nada más que con esas ya es un número.
A: Entre otras cosas, porque cualquier conjunto de cifras es un número.
Nadie ha puesto reglas para decir que un número es lo que se puede...
P: Esto es lo que dice aquí. Está formado por cifras.
A: Pero entonces, no tiene sentido decir si es un número. Todo lo que está
formado por cifras, lo es.
P: [La profesora escribe en la pizarra 123456789101112... (un entero de
infinitas cifras)] ¿Está formado por cifras?
A: Infinito infinito no es un número.
A: No es un número.
A: No. Que no es un número, que no puede haber infinitos si no son deci-
males.
2 1.4142=
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A través de sucesivos contrastes de puntos de vista y del trabajo con diversas
situaciones didácticas en las que la traducción entre sistemas de representa-
ción jugó un papel clave para la resolución de las cuestiones planteadas4, los
estudiantes fueron capaces de afinar sus concepciones de número. Un con-
siderable progreso se produjo a través de los reiterados intentos por dotar a
los decimales infinitos no periódicos de un status de objeto actual, trascen-
diendo así su consideración como mero proceso operatorio o como una se-
cuencia de dígitos imposible de controlar; en cualquier caso, como un
proceso infinito (en lugar de como un objeto matemático, susceptible de ser
utilizado y manipulado). Esta actividad de cristalización de procesos mate-
máticos en objetos es fundamental en la comprensión de conceptos matemá-
ticos (Sfard, 1991) y, en particular, en la comprensión de los números
irracionales (Rosenblatt, 1990/1991). 
Los siguientes episodios nos muestran cómo la traducción entre los sis-
temas de representación decimal, operatoria y gráfica de los números racio-
nales y el empleo de la analogía con los sistemas de representación decimal,
operatoria y gráfica de algunos tipos de irracionales fue una herramienta de
gran utilidad a este respecto, puesta en juego por los alumnos:
4. Todas estas situaciones se encuentran en la tesis doctoral Romero (1997). Uni-
versidad de Granada.
P: ¿Por qué piensas tú que no son números [los decimales infinitos no
periódicos]?
A: Porque no puedes operar con ellos.
A: Eso no es verdad. Sí que se puede operar con ellos.
A: Yo lo he visto en el libro.
A: Y, ¿cómo operas con ellos?
A: Yo... en el libro... ayer estaba buscando en el libro y vi cómo se podían
sumar y multiplicar radicales.
A: Pero si son números infinitos, ¿cómo vas a poder operar con ellos?
A: En el libro viene cómo ponen común índice en los radicales para ope-
rar con ellos. Yo he visto cómo se suman.
(...)
A: No se puede operar con ellos.
A: ¿Cómo se va a poder operar con una raíz cuadrada?
(...)
P: Mira lo que dice T [inicial del nombre de un estudiante].
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A: Que con los periódicos puros no se puede operar, se opera con las frac-
ciones; lo mismo pasa con los radicales. No se opera con el número
infinito, se opera con el radical.
A: Exactamente, exactamente.
A: Es que la fracción es lo mismo que el decimal infinito. Es lo mism...
A: Y el radical también es lo mismo...
(...)
A: ¡Ah! que la fracción he dicho que es igual que su número decimal.
Digo que un radical es igual al número que resulta, aunque sea infinito,
pero es igual a eso.
A: Pues, entonces, sí se puede...
[Otro episodio del diálogo en clase]
A: 2 es un número porque se puede representar en la recta.
A: No.
A: Sí, sí.
A: Sí, claro que se puede representar.
A: A menos que sea como ...
A: Pero un periódico es infinito y se puede representar en la recta. ¿Por
qué un periódico puede representarse y un decimal infinito no perió-
dico no puede representarse, si los dos son infinitos?
P: Vamos a ver, ¿cómo representas un decimal periódico en la recta?
[Está implícito en el diálogo que no estamos hablando de representa-
ciones aproximadas].
A: Lo puedes pasar a fracción.
A: Pero, una raíz cuadrada no la puedes pasar a fracción.
[Otro episodio del diálogo en clase]
A: A lo mejor si se pudieran pasar a fracción sí se podría, pero como no se
pueden pasar a fracción...
P: Pero los infinitos no periódicos...
A: Por eso. No se pueden pasar a fracción. 
(...)
A: ...Esos números tienen que estar en la recta.
A; Claro que sí.
A: No.
4
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Después de que los estudiantes hubieron alcanzado este punto, la oportuni-
dad de trabajar en la construcción de cuadrados de cualquier área dada y de
discutir sobre la longitud de sus lados y la posibilidad de representar raíces
cuadradas en la recta trasladando los lados de los cuadrados, resultaba rele-
vante en el sentido de que servía al propósito de facilitar el establecimiento
de las relaciones entre los sistemas de representación simbólica y gráfica
que los alumnos estaban necesitando, e incluso demandando, en ese mo-
mento del proceso didáctico. Una vez que la representación de medidas co-
rrespondientes a raíces cuadradas se llevó a cabo en la recta, un buen
número de alumnos estaba dispuesto a considerar como “números” a los de-
cimales infinitos no periódicos correspondientes a las raíces cuadradas. 
Ahora bien, también hemos de señalar que en el proceso de hacer traduc-
ciones entre distintos sistemas de representación de los números reales, he-
mos de prestar atención a las dificultades que pueden tener los estudiantes
con la legitimidad de dichas traducciones cuando la equivalencia entre los
elementos no es total, es decir, cuando unos sistemas de representación per-
miten realizar acciones o resolver cuestiones imposibles de abordar con
otros sistemas:
A: Pónle un ejemplo y que intente representarlo, y ya verá que no se
puede.
A: Que tengo hambre.
A: Pon un ejemplo.
A: ...Si hubiéramos hecho aquello, lo sabríamos. ¿Os acordáis? Estamos
en el mismo caso que .
A: Pero no se puede representar.
A: ¿Se puede representar  en la recta?
A: Pero es que no se sabe. [No lo saben los alumnos, puesto que esa tarea
quedó pendiente].
A: Tienes que seguir dividiendo.
P: ¿Cuál? ¿3.88888...? No, tomo su fracción y entonces puedo represen-
tarlo exactamente en la recta.
A: Pero no ese número.
P: Pero este número, tú puedes representarlo por medio de 3.8888... o por
medio de su fracción, y es el mismo número.
2
2
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Como podemos observar, este tipo de discusiones nos brinda buenas opor-
tunidades para subrayar la diferencia entre el concepto matemático y sus re-
presentaciones, y de explicitar la economía y complementariedad de los
distintos sistemas de representación. En los primeros episodios de esta sec-
ción, puede verse cómo los alumnos recurrieron a distintas representaciones
de los números reales según el fin que pretendían; por ejemplo, operar con
decimales periódicos mediante su expresión fraccionaria en lugar de con la
notación decimal infinita, o transformar la notación decimal infinita en ope-
ratoria cuando querían representar en la recta determinados números reales.
La coordinación lograda por algunos de ellos se puso de manifiesto en la na-
turalidad, adecuación y consistencia con la que utilizaron estas traducciones
entre distintas representaciones de acuerdo con las necesidades de diferentes
situaciones. Muestras de esto pueden encontrarse también a continuación.
La discriminación racional-irracional. 
El papel de las representaciones gráfica y simbólica
Una de las formas en las que salió a la luz la economía de los sistemas de
representación de los números reales en el trabajo con nuestros alumnos
fue la relevancia que ellos dieron a las representaciones gráficas a la hora
de discriminar entre números racionales e irracionales. En efecto, esta dis-
tinción resultó más significativa en los sistemas de representación gráfica
que en los simbólicos. En un momento del proceso didáctico, les fue for-
mulada la siguiente pregunta: “¿Qué aportan los números irracionales a los
racionales?” Las respuestas mayoritarias se refirieron al hecho de que con
los irracionales podíamos medir longitudes y dar cuenta de proporciones
que no podían ser expresadas en términos de números racionales; estas res-
puestas estaban basadas en sus experiencias con actividades acerca de lon-
gitudes de los lados y diagonales de cuadrados, p  y el número de oro.
Cuando la profesora intentó llamar la atención sobre el hecho de que las
notaciones decimales infinitas no periódicas completaban las notaciones de-
A: Pero yo no entiendo cómo una fracción va a ser lo mismo que su
número decimal, porque tú no puedes representar el decimal en la recta
y sí puedes representar su fracción. Ahora yo no entiendo por qué son
iguales.
P: ¿No entiendes por qué estos dos son el mismo número?
A: Son el mismo, pero en realidad, tú no puedes representar ese número
en la recta y sí puedes representar el otro. Ahora yo no entiendo por
qué son iguales.
P: Son representaciones distintas del mismo número. Y nos permiten
hacer cosas diferentes.
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cimales finitas y periódicas para formar todas las notaciones decimales po-
sibles, este hecho no pareció resultar en absoluto significativo. Incluso el
que los decimales infinitos no periódicos fueran necesarios para resolver
ciertas ecuaciones con coeficientes racionales, no era suficiente para que los
alumnos concedieran a estas expresiones el status de número ya que, como
hemos visto, podían ser consideradas como “el resultado de una operación”.
El hecho de que los números irracionales pudieran ser representados me-
diante objetos actuales, finitos y completos —como segmentos— fue un
factor clave para que los estudiantes pudieran realizar la actividad de crista-
lización y reconocer a los irracionales como “números” y como números de
una clase diferente a la de los racionales, que ellos ya conocían.
Sin embargo, en el terreno gráfico, el reconocimiento y la comprensión
del fenómeno de la inconmensurabilidad no fue una tarea fácil en nuestra
clase. Nuestra impresión es que, en realidad, la mayoría de nuestros estu-
diantes tampoco fue capaz de entender de forma rigurosa la correspondencia
entre la existencia de una parte alícuota entre un segmento y la unidad de
medida y la expresión fraccionaria o decimal periódica de su medida referi-
da a dicha unidad; en consecuencia, no pudieron establecer una conexión só-
lida entre la no existencia de una parte alícuota entre un segmento y la
unidad de medida y la notación operatoria irracional o decimal infinita no
periódica correspondiente a su medida en términos de la unidad. Ahora bien,
a pesar de no haber llegado a un nivel de rigor muy avanzado, el trabajo con
las razones irracionales y las discusiones sobre ellas y sobre sus representa-
ciones simbólicas fueron, en nuestra opinión, muy productivas y creemos
que ayudaron a los alumnos a avanzar en la coordinación entre los sistemas
de representación gráfica y simbólica, así como en la comprensión de la irra-
cionalidad: 
P: Dice A [inicial del nombre de un estudiante] que si p  puede venir de un
radical. Una buena pregunta.
A: No, no, no.
A: ¿Por qué se inventó ese número? 
A: ¿Qué significa p ?
A: El área de la [ruido]
P: ¿De dónde viene p ? [Pausa] ¿p  de dónde viene? ¿Alguien sabe lo que
significa p ?
(...)
P: Por orden.Va y luego.
A: La división entre la superficie de la circunferencia...
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A: Entre el radio al cuadrado.
A: El cociente entre la longitud de la circunferencia y su diámetro.
P: p  es el cociente entre la longitud de la circunferencia y su diámetro.
¿De cualquier circunferencia? ¿O de una sola?
A: De cualquiera.
P: ¿De cualquiera? O sea, y, ¿a vosotros no os parece una cosa curiosa
que cualquier circunferencia tenga la misma relación entre su longitud
y su diámetro, siempre?
(...)
P: Claro, y entonces, esa longitud y ese diámetro son los que están rela-
cionados por esa razón, por p .
A: ¿Puede repetir?
A: Pero, ¿de dónde viene?
A: Y, ¿qué significa p ?
P: Y, ¿por qué...? Dice Pablo que por qué de una división no me salen
infinitos periódicos. [Pausa] ¿Qué por qué en una división...? ¿Tú
cómo mides la longitud de una circunferencia?
A: Con el p .
A: Con el p  por R al cuadrado.
A: 2 por p  por R.
P: Pero, eso cuando te dan la medida. Pero ¿cuando no te la dan? ¿Si tú
tienes una circunferencia y la tienes que medir?
A: Pues mides el radio, lo multiplicas por p .
P: Mides el radio, lo multiplicas por p ...
A: Y, por 2.
P: Y por 2. [Pausa] No; pero, vosotros imaginaros que nosotros p  no l
sabemos... estamos buscando, estamos buscando p  y qué es la relación
entre la longitud de la circunferencia y su diámetro. O sea, que tendre-
mos que medir esas dos cosas para hallar p . [P usa] ¿Sí o no?
A: Pero una circunferencia cualquiera ¿no? ¿Eso cómo se mide? Cada cir-
cunferencia tendrá una longitud.
P: ¡Y un radio! Claro, ahí está la cosa.
 (...)
P: Bueno... pues... yo, esto os lo voy a dejar propuesto.
A: Vale.
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[A partir de este episodio, la profesora y los estudiantes organizaron grupos
para trabajar sobre el significado de p , y exponer los resultados de estas
indagaciones al resto de la clase. Algunos alumnos decidieron hacer explo-
raciones sobre otras razones irracionales, como el “número de oro”.]
[Otro episodio del diálogo en clase]
[Un grupo de alumnos estaba presentando su trabajo sobre el número de oro
al resto de la clase. En un cierto momento de la presentación, estaban traba-
jando con rectángulos y pentágonos áureos de distinto tamaño.]
P: Ah, mira lo que pregunta L [inicial del nombre de un alumno] [Pausa]
Si los pentágonos son de distinto tamaño... ¿cómo que el número es el
mismo?
A: Es el mismo, ¿no?, pero...
A: Tiene las mismas proporciones.
P:
Porque ¿qué quiere decir proporción? [Pausa] Dice P [inicial del nom-
bre de un alumno] que si es más pequeño, ¿cómo va a salir el mismo
número?
A: Porque es que no es que salga el mismo número, sino que salen las pro-
porciones de ese número, o sea...
A: ¿Números equivalentes a ése?
P: No; números equivalentes, no.
A: Que guardan las mismas proporciones.
P: Fijaros, en el sobre, si yo mido el lado grande con respecto al lado...
tomo el lado chico como unidad y mido el grande, me sale eso.
(...)
P: Claro; entonces, ¿qué pasa con los distintos pentágonos, con los distin-
tos rectángulos...?
A: En los distintos rectángulos, si haces lo mismo con esto, sale...
P: ... Figura chica, guarda las proporciones del lado grande al lado chico.
A: ¡Ah!
A: Es como p , o sea, siempre la división de esto siempre sale lo mismo.
Pues lo mismo es esto.
P: ¿Os acordáis del tangram, del cuadrado que hicimos, que yo os dejé en
la hoja un cuadrado que era más chico?
A: No.
A: Sí.
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A partir de estos debates, varios alumnos (aproximadamente una cuarta par-
te de la clase) asociaron el término “proporción” a las longitudes inconmen-
surables con la unidad de medida y, aunque no disponemos de grabaciones
para ilustrarlo, en los ejercicios en que se les pidió que clasificaran los deci-
males infinitos no periódicos, distinguieron entre aquellos que provenían de
“radicales”, aquellos que provenían de proporciones y los decimales infini-
tos no periódicos con cifras arbitrarias. Si bien al dar ejemplos de cada tipo
muy pocos alumnos incluyeron las raíces cuadradas también en las “propor-
ciones” —conexión que no se explicitó en la clase—, pensamos que en una
primera etapa de la comprensión de los números irracionales, se había dado
un paso importante.
Dificultades para aprehender las relaciones estructurales de los
números reales ligadas a la forma en que nos referimos a sus
sistemas de representación simbólicos
Tal como puede deducirse de la definición de sistemas de representación
(sistema de notación) dada en la sección titulada “Relaciones en los siste-
mas de representación”, el dominio de los sistemas de representación de un
concepto pasa por la aprehensión de los distintos tipos de relaciones entre
sus elementos, entre ellas, las relaciones estructurales. En el caso de los
conjuntos numéricos, los sistemas de representación reflejan ciertas rela-
ciones en términos de estructura algebraica; en nuestro caso, esto puede
observarse en el mapa de la página 129 en el que quedan recogidos los dis-
tintos conjuntos numéricos dentro de los reales y las relaciones de inclusión
entre ellos. Una de las dificultades que tuvieron nuestros estudiantes fue en
relación a este aspecto. En efecto, resultó complicado para ellos discrimi-
nar entre conjunto numérico y notación numérica, y considerar significativa
la diferencia entre ambos conceptos. Con frecuencia, solemos hablar de
números racionales, números decimales y fracciones, por ejemplo, sin dife-
P: Era igual, pero más pequeño [Pausa] Y, ¿por qué conservaba las medi-
das? Porque lo que conservaba..., si lo mides en centímetros, no con-
servaba las medidas, pero si lo mides con respecto a la unidad, como la
unidad se ha reducido igual...
A: El número de oro es el número, es el número que sale siempre en todos
los rectángulos que tengan esa proporción. [Pausa] ¿Entiendes? Es...
(...)
A: Es un número infinito no periódico.
P: Es otro número infinito no periódico.
A: Igual que p .
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renciar explícitamente entre un conjunto numérico y sus sistemas de repre-
sentación. Para muchos alumnos, todos son “números” (nótese que
hablamos de números decimales) y les cuesta trabajo ver a los números
racionales como unas entidades que pueden venir representadas bien en
forma de fracción o bien en forma de decimal finito o periódico. A esto se
añade la dificultad que supone la dicotomía entero-fracción y entero-deci-
mal (incluso por el significado coloquial de estas palabras), que lleva a
muchos estudiantes a establecer relaciones confusas e incorrectas entre el
concepto de número entero y el de número racional, ya que la dicotomía
establecida entre los términos mencionados les impide considerar a los
números enteros como un subconjunto de los racionales. 
Al trabajar en la enseñanza-aprendizaje de la estructura algebraica de los
números reales y las relaciones de inclusión entre los subconjuntos numéri-
cos que incluye el conjunto total, es necesario, pues, tener en cuenta estas
consideraciones y prestar atención a otras relacionadas que pudieran surgir.
El objetivo sería clarificar la diferencia entre un conjunto numérico y los sis-
temas de representación simbólica asociados al mismo y, por otra parte, po-
ner de manifiesto cómo los sistemas simbólicos reflejan directamente las
relaciones de inclusión y dicotomía existentes entre los subconjuntos numé-
ricos de los reales (por ejemplo, los enteros tienen una expresión fracciona-
ria: 3 = 3/1, pero los irracionales no pueden ser representados en forma de
fracción).
CONCLUSIÓN
En este artículo, hemos reflexionado sobre el papel que juegan los sistemas
de representación del número real en la comprensión de este concepto, y
hemos intentado llevar nuestra reflexión al terreno de la práctica mediante
una experiencia didáctica con un grupo de estudiantes de secundaria,
basada en las teorías expuestas. A raíz de dicha experiencia, se ha puesto de
manifiesto la enorme complejidad que encierra el concepto de número real
y algunas dificultades que tienen los alumnos al ser enfrentados con este
tema en las etapas iniciales. No obstante, a través del trabajo con situacio-
nes que pretendían estimular las actividades cognitivas asociadas a los sis-
temas de representación de los números reales y el establecimiento de
relaciones entre sus constituyentes, también se han registrado avances, a
nuestro juicio significativos, en la comprensión de los alumnos en torno al
tema. Nuestra intención ha sido, en la segunda parte del artículo, ilustrar
parte de las dificultades y de los progresos en la comprensión que pudimos
observar mediante las discusiones que se establecieron en clase.
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Concretamente, hemos discutido aspectos relativos al dominio de los
sistemas de representación gráfica y simbólica de los reales: separación de
los aspectos empíricos y teóricos en el terreno de las representaciones gráfi-
cas, y comprensión del significado de los dígitos en el sistema de notación
decimal. Hemos ilustrado cómo nuestros alumnos llegaron a dominar rela-
ciones de complementariedad y economía entre los sistemas de representa-
ción de los reales, traduciendo adecuadamente entre ellos cuando la ocasión
lo requería. También, cómo algunos de ellos llegaron a alcanzar una crista-
lización del concepto de número y de numero irracional mediante las traduc-
ciones entre notación decimal, notación operatoria y longitudes
correspondientes, y mediante el uso de relaciones de analogía con los deci-
males infinitos periódicos, su notación operatoria y su representación gráfi-
ca; insistimos en que este es un paso fundamental en la comprensión de los
reales. Pudimos observar avance en las concepciones de número de los es-
tudiantes, desde ser vistos como simples conjuntos de dígitos con los que se
puede contar o realizar operaciones aritméticas, hasta ser considerados
como entidades con distintas representaciones y distintos usos y caracterís-
ticas; en este sentido, fue notable la curiosidad que mostraron los alumnos
sobre las expresiones decimales infinitas no periódicas y su sensibilidad ha-
cia el problema de como los matemáticos han logrado tener control sobre al-
gunas de sus propiedades (problema clave para una buena
conceptualización de los números irracionales). Asimismo, pudimos ver el
desarrollo de las concepciones de algunos alumnos acerca de la conmensu-
rabilidad e inconmensurabilidad de ciertas longitudes con respecto a otra to-
mada como unidad, si bien esta cuestión se reveló ciertamente complicada
en este nivel.
Entre las dificultades que salieron a la luz, además de la anterior, encon-
tramos: la resistencia a considerar como equivalentes, representaciones de
los números reales que presentaban facetas distintas y exclusivas de cada
tipo de representación; las limitaciones de los estudiantes relacionadas con
cuestiones demasiado sofisticadas para su nivel, y que requerían el manejo
y comprensión de determinados procesos y conceptos matemáticos que que-
daban fuera de su alcance (nos referimos al razonamiento para justificar que
la expresión decimal de p  es infinita no periódica). También algunos proble-
mas se presentaron a la hora de discriminar entre números racionales e irra-
cionales a través de los distintos sistemas de representación. Y, por último,
aparecieron dificultades para distinguir los subconjuntos numéricos inclui-
dos en los reales, los sistemas de representación asociados a éstos y las re-
laciones de inclusión entre ellos. En general, creemos que, aunque sea
mediante una pequeña muestra, pueden captarse las múltiples dificultades
que se presentan a los alumnos al aventurarlos en el camino de los sistemas
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de representación de los reales y las relaciones entre ellos, para abordar el
estudio de los conceptos de número irracional y de número real.
Queremos concluir señalando que, si bien esta experiencia didáctica y de
investigación ha tenido lugar en una sola clase y sus resultados son producto
de una dinámica muy particular, varios de nuestros hallazgos conectan con
los obtenidos por otros investigadores y por nosotros mismos en experien-
cias anteriores (Arsac, 1987; Douady, 1986; Monaghan, 1988; Romero,
1993). En cualquier caso, no ha sido nuestro objetivo el llegar a una serie de
resultados generalizables, sino que los datos y las reflexiones presentados
puedan servir de posible estímulo para que educadores matemáticos que tra-
bajen con el número real en distintos niveles avancen sobre las mismas. 
Sería interesante plantearse, por ejemplo, qué cabida tiene el tópico en
la enseñanza secundaria obligatoria y postobligatoria, qué aspectos sería
conveniente tratar, con qué nivel de profundidad, en cuántas etapas y en qué
niveles o cursos. Para ello, se podría atender a los puntos que se han revela-
do con potencial para promover la comprensión matemática de los estudian-
tes e intentar optimizar y extender el uso que puede hacerse de ellos, prestar
atención a las dificultades que pueden ser subsanables con la ayuda de ma-
terial didáctico adecuado, y pensar sobre los puentes que es necesario tender
para que los alumnos sean capaces de acceder a determinados aspectos que
quedan lejos de su alcance en las primeras etapas. Una planificación e im-
plementación curricular cuidada, que tuviera en cuenta estos y otros aspec-
tos, podría resultar útil para ayudar a nuestros alumnos a construir un
camino sólido hacia el análisis matemático y para incrementar la calidad de
su conocimiento matemático en general.
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